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Roshdi RASHED

‘Umar Khayyam,

mathématicien et philosophe

‘Umar al-Khayyam (ou al-Khayyami) est né a Nayshabiir,
Iran, en 440 de 'Hégire, c’est-a-dire en 1048 de 1'ére chréti-
enne. Cette information nous a été fournie par son horoscope,
transmis par un ancien bibliographe, al-Bayhaqr' (499/
1105-6 - 565/1169-70). Le pere de ce dernier connaissait al-
Khayyam, et lui-méme 1'a rencontré alors qu’il n’avait que
huit ans. La version qu’il nous donne de la biographie d’al-
Khayyam semble véridique, et n’a en tout cas été contredite
par aucune autre.

C’est d'un autre contemporain d’al-Khayyam que nous
tenons la date de sa mort. Il s’agit d’al-‘Aradi al-Samarqand,

1. Voici ce que dit al-Bayhaqi dans Darticle «Al-Khayyamy: «Le
philosophe, pilier de la vérité, ‘Umar ibn Ibrahim al-Khayyam, est né a
Nayshabir, comme ses pére et grand-pére. Il suivait Abt ‘Alf [Ibn Sina]
dans les parties de la philosophie, & cette différence pres qu’il avait un
mauvais caractére, impatient et irascibley ( Tarikh hukama’ al-Islam, éd.
M. Kurd ‘Alf, Damas, 1946, p. 119). Al-Bayhaqi poursuit en donnant
son theme astral, ce qui nous a permis de préciser sa date de naissance. Il
écrit enfin: «Quant aux parties du savoir mathématique et philosophique,
il les maitrisait a la perfectiony (ibid.).
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qui I'avait rencontré a la cité de Balkh en 506/1112-1113 et qui
nous informe qu’al-Khayyam est mort a Nayshabur, sa ville
natale, en 526/1131. Il aurait ainsi vécu quatre-vingt-trois
années solaires.?

Sur la vie d’al-KKhayyam, nous sommes particulierement
démunis. Si I'on excepte quelques légendes qui circulent ¢a
et la, nos certitudes se bornent a quelques rares faits. Nous
savons qu’al-Khayyam avait une double formation, mathéma-
tique et philosophique, qui éclaire aussi bien les titres de ses
ouvrages qu'un intérét pour les questions des fondements des
mathématiques et les problemes théoriques en algebre, comme
on le verra plus loin.

Si nous ignorons quels sont ses propres maitres en mathé-
matiques, nous savons en revanche qu’il était familier avec
les travaux de la génération précédente, et meme avec les
recherches les plus avancées de cette génération. Al-IKhayyam
avait ainsi étudié certains écrits d’Ibn al-Haytham (mort apres
1040), et notamment un traité ou il résout le probléme de
trouver quatre segments entre deux segments donnés tels que
les six soient en proportion continue. Il connaissait aussi dans
les détails les écrits d’Abu al-Jud ibn al-Layth. La liste des
mathématiciens de premier ordre que cite al-Khayyam, et
dont il a mis les travaux a profit, est bien longue. On y
trouve des noms aussi prestigieux que ceux d’al-Mahani, al-
Khazin, al-Saghani, Ibn ‘Iraq, Abu al-Wafa’ al-Buzjani, Ibn
al-Haytham, etc. Pour ne citer qu’eux, ces noms nous mon-
trent al-Khayyam aux prises avec la recherche mathématique
la plus avancée.

Sa formation philosphique est mieux connue. Al-Khayyam
se place lui-méme dans la tradition avicennienne. Dans 'un
de ses écrits, il parle en effet de (mon maitre, le plus éminent

2. Notons que, dans son récit, al-‘Arudi al-Samarqandl associe al-
Khayyam & l'astronome Muzaffar al-Asfazari. Il nous informe ainsi que,
dans ’année 506, lorsqu’il I'a rencontré a Balkh, ils habitaient dans le
palais de P’Emir Abu Sa‘d Jarra (al-Nizam1 al-‘Aradi al-Samarqgand,
Cahar Magala, trad. arabe ‘Abd al-Wahhab ‘Izam et Yahya al-Khashab,
Le Caire, 1949, p. 69-70).
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des modernes, al-Shaykh al-Ra’ts Abu al-Husayn ibn ‘Abd
Allah ibn Sinay.* Méme si on ne prend pas l’expression «mon
maitrey a la lettre, on sait par un autre témoignage historique
que c’est Bahmanyar, 1'éleve direct d’Avicenne, qui fut le
maitre d’al-Khayyam. Dans un texte important rapporté par
le bio-bibliographe al-Safadi, on peut lire en effet:

L’imam Shams al-Din Muhammad ibn Ibrahim, connu comme
Ibn al-Akfani, précédemment mentionné, m’a dit: j’ai étudié les
Isharat d’al-Ra’ts Abu ‘Alr ibn Sina auprés du Shaykh Shams
al-Din al-Sharwant le Sufi, dans I’'Hospice de Sa‘id al-Su‘ada’, a
I'intérieur du Caire, vers la fin de I'année quatre-vingt-dix-huit
et le début de l’année quatre-vingt-dix-neuf; et il m’a dit: je les
ai étudiées aupres de leur commentateur, le Maitre Nasir al-Din
Muhammad al-Tast. Il a dit: je les ai étudiées aupres de I'imam
Athir al-Din al-Abhari. Il a dit: je les ai étudiées avec leurs
commentaires aupres du grand imam Fakhr al-Din Muhammad
al-Razi. Il a dit: je les ai étudiées aupres du Shaykh Sharaf al-
Din Muhammad al-Mas‘idi. Il a dit: je les ai étudiées aupres du
Shaykh Abu al-Fath Muhammad, connu comme Ibn al-Khayyam.
Il a dit: je les ai étudiées aupres de Bahmanyar, le disciple d’al-
Ra’ts. Il a dit: je les ai étudiées aupres de leur auteur al-Ra’is
Abit ‘Al ibn Sina.*

Meéme si ce texte majeur a été localement altéré —ainsi on
lit- Muhammad au lieu de ‘Umar, Ibn al-Khayyam au lieu
d’al-Khayyam, il indique clairement qu’al-Khayyam fut bien
I’éleve de Bahmanyar, lui-méme disciple direct d’Avicenne.

Sur la carriere d’al-Khayyam, nous tenons des historiens
deux faits certains. Le fameux auteur des Annales, Ibn al-
Athir, rapporte pour I'année 467/1074-1075, qu’al-IKKhayyam
était au nombre des astronomes du Sultan Malikshah. Il écrit;

Au cours de cette année, Nizam al-Mulk et le Sultan Malikshah
ont réuni un groupe de dignitaires des astronomes, et ont fixé le
Niriiz le premier point du Bélier, alors que le Niruz avant cela
était lors de 'occupation du milieu du Poisson par le soleil. Ce

3. Dans son mémoire intitulé al-Kawn wa al- Taklif, éd. Muhyt al-Din
al-IKurdi dans Jami‘ al-Bada i, Le Caire, 1917, p. 38.

4. Al-Safadi, al-Wafr bi-al- Wafayat, 24 Vol. (1931-1993); Wiesbaden,
1947, vol. 11, p. 142.
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qu’a fait le Sultan est devenu le principe des calendriers, et en
cette année, on a fait des observations pour le Sultan Malikshah;
un groupe de dignitaires des astronomes se sont réunis pour les
faire, parmi lesquels ‘Umar ibn Ibrahim al-IKChayyami, Abu al-
Muzaffar al- Asfazari et Maymiin ibn al-Najib al-Wasit1. Le Sultan
a prodigué énormément d’argent; I'observation a continué jusqu’a
sa mort en 485, et s’est arrétée aprés sa mrot.”

Al-Khayyam a-t-il longtemps appartenu a cet Observa-
toire? Nous n’en savons rien. En revanche, il nous indique
lui-meéme qu’il avait le soutien du grand Juge Abu Tahir, et
qu'il a fréquenté son salon.®

La vie d’al-Khayyam a nourri quelques légendes qui circu-
lent encore, et dont l'origine est sans doute I'émerveillement
provoqué par ce génie mathématique. En effet, ce grand
mathématicien a laissé par ailleurs plusieurs ceuvres philoso-
phiques, pour la plupart en arabe. Mais le nom de Khayyam
évoque aussi le fameux poete persan, auteur des Ruba ‘iyat.
Mais rien, pour I’heure, a ma connaissance, n’est venu pour
permettre I'identification de ces deux génies. Les rares témoi-
gnages qui portent sur le mathématicien, comme ceux d’al-
Bayhaqi, d’al-‘Arudi, d’al-Safadi, d’Ibn al-Athir, ignorent ab-
solument le poete.” Ceux qui parlent du poete ignorent le
mathématicien philosophe. Ce n’est que plus tard que 'on a
commencé a fondre les deux personnages, et, dans ces con-
ditions, nous ne pouvons que laisser ouverte cette question,
dans 'attente de documents qui permettent de trancher. Rap-
pelons, en attendant, les images véhiculées, qui melent faits

5. Ibn al-Athir, al-Kamail ft al-Tarikh, Beyrouth, 1979, vol. X, p. 98.

. 6.1l s’agit de Muhammad ibn ‘Abd Allah ibn al-Husayn, selon la
version du ms. Vatican, Barb. Or. 36, fol. 133¥-134". Voir note
complémentaire [10], dans R. Rashed et B. Vahabzadeh, Al-Khayyam
mathématicien, Paris, Librairie Blanchard, 1999, p. 390.

7. S’agissait-il d'une confusion entre deux personnages bien distincts,
le mathématicien et un poete persan connu sous le nom de Khayyam,
c’est-a-dire ‘Ala’ al-Din ‘Alf ibn Muhammad ibn Khalf de Khurasan,
comme l'indique Ibn al-Fawtl dans son Mu‘jam al-algabd? Voir Ahmad
Hamid al-Sarraf, Omar Khayyam, 3¢ éd., Bagdad, al-Ma‘arif Press, 1961,
p. 101.
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et légendes.

Selon certaines sources, bien tardives, al-Khayyam apparait
tour a tour sceptique et croyant, mystique et philosophe ra-
tionaliste, et, enfin, contre les évidences, membre de la célebre
secte des Assassins. Ainsi, I’ancien bio-bibliographe al-Qift1
(568/1172-646/1248), dont le récit ne contient aucun fait véri-
fiable, rappelle qu’al-Khayyam, «incomparable en astrologie
et en philosophiey, a écrit des poemes dont les intentions sous-
Jacentes sont critiques et sceptiques. Voici le portrait qu'il fait
d’al-Khayyam:

L’imam du Khurasan, le savant du temps, connait la science des
Grecs et incite a la recherche du Dieu Unique en purifiant les gestes
du corps pour élever I’ame humaine. Il dit qu’il faut respecter
I'ordre de la cité selon les regles grecques. Les Sifis tardifs ont
connu l'apparence de certains de ses poemes, ils les ont intégrés
a leur ordre, ils les ont prononcés lorsqu’ils se réunissaient et
lorsqu'’ils s’isolaient, alors que leur sens caché est un serpent qui
mord le dogme.®

Al-QiftT poursuit:

Comme ses contemporains ont blamé sa religion, et ont dévoilé ce
qu'il avait au fond du ceeur, il a craint pour sa vie, il a retenu sa
langue et sa plume, et il a fait le pélerinage pour se protéger, et
non par piété.?

Peint par al-Qift1, al-Khayyam (ou plutot Khayyam) de-
vient un sacrilege et un tartufe. Or c’est en vain qu’on cher-
chera un tel portrait chez les contemporains d’al-Khayyam.
Fant-il d’autre part rappeler qu’al-QiftT a vécu un siécle envi-
ron apres son modele, et qu’il se plaisait a romancer ses récits
pour les rendre pittoresques?!? Al-Bayhaqi, qui a rencontré
al-IKhayyam et qui n’hésite pas a le critiquer, ne laisse rien
suggérer de tel; il nous montre au contraire un homme de

8. Al-Qift1, Ta’rikh al-Hukama’, éd. Julius Lippert, Leipzig, 1903, pp.
243-244.

9. Id., p. 244.

10. R. Rashed, Les Mathématiques infinitésimales du IX¢ auw XI¢ siécle,
vol. II: Ibn al-Haytham, Londres, al-Furqan, 1993, Introduction.
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son époque, mathématicien philosophe, d'un caractere entier,
incapable d’hypocrisie.

La seconde légende est celle que rapporte I'historien Rashid
al-Din (mort au VIII® siecle, deux siecles apres al-Khayyam)
dans son célebre Jam:i‘ al- Tawarikh qui fait d’al-Khayyam un
contemporain et ami de Hasan al-Sabbah, fondateur de la
secte des Assassins. La simple critique historique ne laisse
aucune crédibilité a cette affirmation: il faudrait dans ce cas
supposer qu’al-Khayyam aurait vécu cent vingt ans, ce qui
n’aurait échappé a personne.

Les travaux d’al-Khayyam

Les anciens bio-bibliographes n’ont pas fourni de listes
des écrits d’al-Khayyam, ce qui nous prive d'une source pour
connaitre 'extension de I'ceuvre et d’'un moyen pour trancher
la question épineuse de savoir si le mathématicien al-Khayyam
était le méme que le poete Khayyam. De ses travaux mathé-
matiques, nous n’en connaissons que quatre dont trois existent
encore:

1) Traité d’algebre et d’al-muqgabala;

2) Traité sur la division d’'un quart de cercle;

3) Commentaire sur les difficultés de certains postulats de
I'ouvrage d’Euclide;

4) Le quatrieme traité est évoqué par al-Khayyam dans
son Algébre sur L’Extraction de la racine n'*™¢. Al-Khayyam
revendique d’ailleurs la priorité sur ce theme, puisqu’il écrit:
«Nous avons fait un livre pour démontrer que ces méthodes
sont exactes et qu’elles menent & 'objet cherché. Nous en
avons, en outre, multiplié les formes, je veux dire pour déter-
miner les cotés du carré-carré, du carré-cube, du cubo cube,
et ceci aussi loin que 'on veut, ce en quoi personne ne nous
avait précédéy.!! Ce traité demeure introuvable.

D’autres travaux d’al-Khayyam en sciences et philosophie
existent et completent pour ainsi dire la représentation que

11. R. Rashed et B. Vahabzadeh, Al-Khayyam mathématicien, pp. 128-
130.
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nous avons des domaines d’activité d’al-Khayyam. Ainsi on
peut mentionner:

5) Le ziy de Malikshah;

6) L’art de la balance de la sagesse;

7) Niruz-nameh;

8) Commentaire sur la difficulté de I'ouvrage sur la musique;

En philosophie:

9) Sur la génération et 'obligation (F7 al-kawn wa al-
taklif);

10) Un complément au précédent texte;

11) Un premier traité sur 1'étre, appelé par son éditeur
«L’illumination intellectuelle au sujet de la science universelley;

12) Un traité sur l'étre;

13) Un traité en persan sur l'universalité de ’étre.

Il nous importe ici les seuls écrits mathématiques.

Le projet algébrique d’al-Khayyam
Par deux fois al-Khayyam fait le récit des commencements
de la géométrie algébrique: dans son mémoire sur la division
d’un quart de cercle et dans son traité d’algebre. Des Anciens,
c’est-a-dire des Grecs, rien n’est parvenu. Les prédécesseurs
ont traduit quelques problemes solides en termes algébriques,
avant de les résoudre par l'intersection des courbes. Al-Khay-
yam évoque a ce moment les noms d’al-Mahani, d’al-Khazin
et d’Abu al-Jud ibn al-Layth. Ce dernier a mené plus loin que
tous les autres la recherche en ce domaine, et a pensé a une
premiere classification des équations cubiques avant de déter-
miner les courbes coniques dans chaque cas. C’est a la suite
de ce récit qu’il écrit:
Quant & moi, j’ai désiré et désire encore ardemment connaitre
avec certitude toutes leurs especes (des équations de trois premiers

degrés), et distinguer, par des démonstrations, parmi les formes
de chacune d’elles, les cas possibles des cas impossibles.!?

Il s’agit donc d’élaborer une théorie des équations de degré

12. Ibid., p. 118.
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< 3, et d’étendre la théorie des équations des deux premiers
degrés pour y inclure les équations cubiques. Mais ici al-
[Khayyam rencontre un premier obstacle, qui s’avere bénéfique.
Pour les équations des deux premiers degrés, al-Kh¥arizmi,
au début du IX® siecle, avait donné des solutions par radi-
caux qu’il avait justifiées géométriquement. Dans la seconde
moitié de ce méme siecle, Thabit ibn Qurra en avait donné la
traduction géométrique compleéte.!> Mais, pour les équations
cubiques on ne connaissait pas encore la solution par radi-
caux. Cet obstacle majeur exige d’al-Khayyam qu’il remanie
les conditions de possibilité du projet d’al-Kh%¥arizmi, de son
modele pour ainsi dire, pour en ajouter de nouvelles.

Elaborer une théorie des équations de degré < 3, c’est
d’abord enrichir les termes primitifs hérités des prédécesseurs
algébristes pour étre en mesure d’énumérer toutes les équa-
tions et de fonder un calcul géométrique susceptible de mener
a leur solution. Al-KhYarizmi et ses successeurs ont fourni des
termes comme l'inconnue, son carré, les puissances supérieu-
res, les expressions polynomiales et les opérations arithméti-
ques sur celles-ci, I’équation,. . . Sur ce plan, al-Khayyam n’a-
vait rien a ajouter. Mais toute la question demeure, d’attri-
buer a certains de ces termes un sens géométrique, soit dans
le plan, soit dans l'espace. Le concept fondamental qui rend
possible cet acte, et sur lequel insiste al-Khayyam, est celui
d’unité de mesure qui, s’il est convenablement défini en rap-
port avec celui de dimension, permet l'application de la géo-
métrie a l’algebre, et ainsi I’élaboration de la premiere théorie
géométrique des équations algébriques.

Ce concept d’'unité de mesure, lié a celui de dimension, est
bien présent chez les prédécesseurs d’al-Khayyam lorsqu’ils
traitent de calcul géométrique. Pour nous en tenir a deux
exemples, rappelons ici les Bani Musa, au milieu du IX*

13. Thabit ibn Qurra, Fi tashih masa’il al-jabr bi-al-barahin al-
handasiyya, ms. Topkapi Saray, Ahmet III, n® 2041; voir notre article
«L’algebrey dans R. Rashed (éd.), Histoire des sciences arabes, 3 vol.,
Paris, Le Seuil, 1997, vol. II, p. 35.
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siecle, et Ibn al-Haytham au début du XI° siecle.!* Voici ce
qu’écrivent les Banti Miisa:

L’unité plane par laquelle on mesure la surface est une surface
de longueur un, de largeur un, et a angles droits. L’unité solide
par laquelle on mesure un solide est un solide de longueur un,
de largeur un, et de profondeur un, dont les surfaces s’élevent les
unes sur les autres suivant des angles droits.*®

Ibn al-Haytham s’exprime dans des termes semblables.
Tout le probleme est que ces notions puissent épouser celles
de I'algebre.

Al-Khayyam se pose d’emblée la question des dimensions
que l'on est en droit d’utiliser en géométrie. Il écrit:

Et si I'algébriste emploie le carré-carré dans des problemes de
géométrie, c’est métaphoriquement, et non pas proprement, étant
donné qu'il est impossible que le carré-carré fasse partie des gran-
deurs. Ce qui se trouve dans les grandeurs, c’est d’abord une seule
dimension, c’est-a-dire la racine, ou, rapporté a son carré, le coté.
Puis les deux dimensions, c’est-a-dire la surface -le carré (mal,
2 2) dans les grandeurs est donc la surface carrée. Enfin, les trois
dimensions -c’est-a-dire le corps- le cube dans les grandeurs est
le solide limité par six carrés.'®

(’est donc cette notion de grandeur qu'il faudrait asseoir
sur celle d'unité de mesure. L’idée d’al-Khayyam est claire.
Il écrit:

Et toutes les fois que dans ce traité nous dirons: un nombre est
égal & une surface, nous entendons par le nombre un quadrilatere
4 angles droits, dont 'un des deux cotés est un et l'autre une
droite égale en mesure au nombre donné.!”

14. R. Rashed, Les Mathématiques infinitésimales du IX® au XI® siecle,
vol. I: Fondateurs et commentateurs: Bana Masa, Thabit ibn Qurra, Ibn
Sinan, al-Khazin, al-Quht, Ibn al-Samh, Ibn Hud, Londres, al-Furqan,
1996, et Les Mathématiques infinitésimales du IX¢ au XI¢ siecle. vol.
III, a paraitre.

15. R. Rashed, Les Mathématiques infinitésimales du IX® au XI¢ stécle,
vol. 1, Chap. I, p. 60.

16. R. Rashed et B. Vahabzadeh, Al-Khayyam mathématicien, p. 122.

17. Ibid., p. 130.
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Il poursuit:

Et toutes les fois que nous disons: un nombre est égal a un solide,
nous entendons par (nombrey un parallélépipede rectangle, dont

la base est le carré de I'unité et dont la hauteur est égale au nombre

donné.18

Cette conception présuppose, on n’en peut douter, une
définition de 'unité linéaire, d’une unité conventionnelle de
mesure, de 'unité plane qui est le carré de cette derniére, et
de I'unité solide, solide dont la base est une unité plane et la
hauteur une unité linéaire. Dans chaque dimension, le nom-
bre est la multiplicité de I'unité pour chaque dimension. Le
successeur d’al-Khayyam, Sharaf al-Din al-Tasi, explicite et
développe sur ce point la pensée d’al-Khayyam.!?

Muni de ces termes et de ces notions, al-Khayyam classe
alors les vingt-cinq équations engendrées par la combinai-
son des quatre termes: nombre inconnue, son carré et son
cube. La premiere classification apparait dans son mémoire
sur la division d’un quart de cercle. Il part de la classifica-
tion traditionnelle des équations des deux premiers degrés, et
ajoute les équations obtenues en introduisant le cube. On a
ainsi:

Les six équations canoniques d’al-Kh¥arizmt:

az® = bzx,az’ = c,bx = c,ax’ + bz = ¢,a2? + ¢ = b, ar? =
bx + c.

Ces équations peuvent étre résolues a ’aide du second livre
des Eléments. Al-Khayyam introduit ensuite le cube, et ob-
tient: trois équations binémes, neuf équations trinomes et sept
quadrinomes.

Mais dans le traité il modifie cette classification en repre-
nant pour ainsi dire la combinaison des termes a la base. On a

18. Ibid., p. 132.

19. Shraf al-Din al-Tusi, (Buvres mathématiques. Algébre et Géométrie
au XII¢ siecle, 2 vol., Collection «Sciences et philosophie arabes-textes
et étudesy, Paris, Les Belles Lettres, 1986, vol. I, p. 15.
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ainsi six équations binomes, douze équations trinomes et sept
quadrinomes.

Or, un examen plus attentif de ces classifications mon-
tre que, si la seconde est plus systématique, elle ne differe
que superficiellement de la premiere. Dans la seconde en
effet, Péquation z° = ¢ appartient au premier groupe des
six équations binomes; mais en fait al-Khayyam ne la traite
véritablement que lorsqu’il engage 1'étude des équations cu-
biques: c’est la classification de celles-ci qui lui importe. C’est
pourquoi il a placé les équations cubiques réductibles aux
équations du premier et du second degrés avant I'étude des
équations cubiques irréductibles, dont z® = c. La ligne de
démarcation passe donc en fait entre les équations résolues a
I'aide des Eléments et celles résolubles a l'aide des coniques.

Al-Khayyam classe les équations cubiques elles-memes
selon la répartition des termes de différents degrés dans leurs
membres, c’est-a-dire d’apres les signes des coefficients. Les
deux coniques servant a résoudre ces équations sont précisé-
ment choisies en fonction de cette classification. On peut ainsi
regrouper ces classes en trois familles:

1) Les équations ou figurent le cube (x%), des cotés (bx) et
un nombre (c) sont construites a I'aide d'une parabole et d'un
cercle si 3 et bz sont dans le méme membre; d'une parabole
et d’une hyperbole équilatere sinon. L’échange des termes bx
et ¢ (équations 13 et 14) correspond a la transformation du
cercle en une hyperbole équilatere; le changement de signe de
b seulement (équation 15) donne une autre hyperbole.

2) Les équations ot figurent le cube, des carrés et un nom-
bre sont construites a laide d’une hyperbole équilatere et
d'une parabole, placées de diverses manieres selon le signe
des coeflicients.

3) Les équations quadrinomes sont construites a l'aide
d’une hyperbole équilatere et d’un cercle, ou d’une deuxieme
hyperbole équilatere. On a un cercle si z3 et bx sont dans le
méme membre, et une hyperbole équilatere sinon. Les posi-
tions relatives des deux courbes dépendent de la répartition
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des carrés et du nombre connu dans les deux membres.

Ce sont les raisons sous-jacentes & la classification d’al-
Khayyam que nous venons de récapituler.

Equations binomes

] bz=e

2] azx®=c¢

[3] 2 =c résolue plus loin juste avant 1’équation 13 & I’aide
d’une parabole et d’une hyperbole.

4] ax? =bx

[5] 2% =bx

6] 2f=az?

Equations trinomes

7 2*+br=c
8] 2*+4c=bx
9 zi=bzx+c
(10] 23+ az? =ba
[11]  2® + bx = ax?
[12] 3 =az®+ bz

Toutes ces équations -a I'exception de [3] qui est traitée
immeédiatement aprés- sont résolues a I’aide des «propriétés du
cercley, dit al-Khayyam, c’est-a-dire 3 la regle et au compas.
Celles qui suivent le sont & ’aide des coniques.

(13] 2*4bx=c cercle-parabole

(14] 2’ +c=bx parabole-hyperbole
[15] 2*=bx+c parabole-hyperbole
[16] 2°+4az’?=c parabole-hyperbole
(17] 2%+ c¢=az® parabole-hyperbole
(18] 2% =az?+c parabole-hyperbole
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Equations quadrinémes

19 2} +az?+bx=c cercle-hyperbole
200 B 4art+c=0bg hyperbole-hyperbole
] 2 +bz+c=az? cercle-hyperbole
] P=az’+bz+c hyperbole-hyperbole
23] B +ar’=br+c hyperbole-hyperbole
] 2’+br=az?+c cercle-hyperbole
| +c=az?+bx hyperbole-hyperbole

Al-Khayyam et Descartes

Il arrive a Descartes de se plaindre d’une certaine incom-
préhension dont fut victime sa Géométrie. Est-ce un trait
du caractére de I’homme, la susceptibilité de l’auteur, une
maniere d’accentuer ses distances par rapport a Viete, ou un
argument supplémentaire dans une polémique toujours vivace
ou il se plait & dénoncer les limites des Parisiens? Sans doute
y a-t-il un peu de tout cela, méme si I'essentiel est ailleurs. La
raison de cette incompréhension, me semble-t-il, est beaucoup
plus profonde, et Descartes lui-méme ’a saisie comme dans
un clair-obscur. C’est d’ailleurs elle qui se dessine chaque fois
qu’éclate le conflit des interprétations de la Géométrie. Pour
certains, nous assistons avec Descartes 4 une algébrisation
de la géométrie; pour d’autres, c’est précisément le contraire
qu'il a accompli. D’autres enfin, dans une analyse pertinente,
refusent avec raison de se laisser enfermer dans ce dilemme:
J'en citerai au moins deux, J. Itard? et J. Vuillemin 2!

Un an apres la publication de la Géomeétrie, Descartes pré-
voyait les réactions opposées, et exclusives, que son livre ne
manquerait pas de susciter, aussi bien de la part des géometres

20. «La Géométrie de Descartesy, Les conférences du Palais de la
Découverte, série D, n° 39, 7 Janvier 1956; repris dans J. Itard, Essais
d’histoire des mathématiques, réunis et introduits par Roshdi Rashed,
Paris, A. Blanchard, 1984, pp. 269-279.

21. Mathématiques et métaphysique chez Descartes, Paris, P.U.F, 1960.
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que de celle des algébristes. «J'appréhende, écrit-il,*? que
malaisément elle [la Géométrie] sera entendue par ceux qui
n’ont point su auparavant d’analyse, et je vois que ceux qui
en ont su ne lui rendent aucune justice, et qu’ils tachent a
la mépriser le plus qu’ils peuventy. Cing mois auparavant, il
avait adressé a Mersenne la fameuse phrase: (Vos analystes
n’entendent rien en ma géométriey.*

Cette méprise dénoncée par Descartes, et contre laquelle il
réagira & maintes reprises, n'est nullement I’effet de son carac-
tere ni le produit de son imagination. Certains de ses con-
temporains, et non des moindres -Desargues— l'ont en effet
relevée eux aussi. Ecoutons ce qu’écrit Desargues: «Quoique
disent ces Messieurs de Beaugrand et autres, j'ai sujet de
soupconner qu’ils ne l'entendent pas [la Géométrie] a fond,
je veux dire qu’ils ne possedent pas bien pleinement toutes les
intentions de Monsieur Descartes au sujet de sa Géométriey.*
Voil, la question est lachée, et ne cessera de se poser depuis
la traduction latine de Van Schooten et le commentaire de
Rabuel?®: quelles sont (les intentions de Monsieur Descartes
au sujet de sa Géométrien? Question ardue, qui nous conduit
A nous interroger sur les raisons qui ont pu empecher les (ana-
lystesy, les disciples de Viete, d’entendre en profondeur un
livre délibérément algébrique tant par sa genese et par sa fi-
liation, que par la théorie des équations qu’il renferme; et, en
méme temps, a nous demander quels obstacles ont pu rencon-
trer les géometres dans la lecture d'un livre dont le titre est
précisément la Géométrie.

A cette situation quelque peu paradoxale de la Géomeétrie
dans Dhistoire des mathématiques vient s’en superposer une
autre, non moins déconcertante. Tous les historiens s’accor-

29 Lettre & Mersenne, 27 juillet 1638, A.T. II, pp. 275-276.

23 Lettre & Mersenne, 1°¥ mars 1638, A.T. II, p. 30.

94. Lettre & Mersenne, 4 avril 1638, dans Correspondance du P. Marin
Mersenne, commencée par Mme Paul Tannery, publiée et annotée par
Cornélis de Waard, Paris, éd. du CNRS, 1963, t. VII, p. 157.

25. Commentaires sur la Géométrie de M. Descartes, par le R.P.
Claude Rabuel, Lyon, 1730.
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dent sur la modernité de la Géométrie de Descartes, et nul n’a
la légereté de réduire a I'un quelconque de ses prédécesseurs.
Bien plus, aucun autre livre mathématique ne peut disputer a
la Géomeétrie ce role de symbole de la modernité mathémati-
que. Par ses dates, par 'impact qui fut le sien sur les con-
temporains, par 'extension que lui ont donnée les successeurs
-Newton par exemple-, la Géométrie est en effet le livre de la
premiere moitié du XVII® siecle. Publié en 1637, il est le fruit
des recherches menées entre 1619 et 1636, comme 'attestent
certains échos des Regulae et quelques témoignages de Beeck-
man consignés dans son journal, ainsi que les Cogitationes
Privatae. Les historiens sont donc dans le vrai lorsqu’ils tien-
nent ce livre et son auteur pour les emblémes de I’age nou-
veau. Mais, lorsqu'il s’agit de donner un contenu & cette
modernité et de définir ses rapports aux traditions, 1’accord
vole en éclats et les historiens divergent. Ils se retrouvent
confrontés a la question de départ, celle des «intentions de
Monsieur Descartes au sujet de sa Géométriey.

C’est a cette question que je voudrais essayer de répondre
icl, en partant des écrits des prédécesseurs de Descartes. Je
me limite aux mathématiciens médiévaux qui ont écrit en
arabe, notamment al-Khayyam (1048/1131), et le nouveau
venu, Sharaf al-Din al-TasI, qui I’a suivi d’une génération. Le
traité d’al-Tasi, intitulé Les équations, d'une importance con-
sidérable, vient d’étre restitué, analysé et intégré a I’histoire
des mathématiques.?® Rappelons pour mémoire qu’al-Khay-
yam fut le premier dans I’histoire & élaborer une théorie géo-
métrique des équations de degré <: al-Tas1, quant & lui, a
donné la premiere étude réglée de I’existence des racines de
ces équations.

Mon intention, je tiens & le souligner, n’est nullement de
retrouver la Géométrie de Descartes dans les travaux de ses
prédécesseurs. Je voudrais tenter de parvenir, en me référant
a l'existence de ces derniers, & localiser plus précisément la

26. Sur l'algébre d’al-Tisi, voir notre édition Sharaf al-Din al-Tisi,
Euvres mathématiques: Algébre et géométrie au XII° siécle, 2 vol.,
Paris, Les Belles Lettres, 1986.



32 LUQMAN

nouveauté de la Géométrie, a saisir en quoi elle est vraiment
moderne et a établir les liens qu’elle entretient avec la tradi-
tion, ou les traditions. Je pense pouvoir montrer, en dehors
de toute question d’influence, que la Géométrie de Descartes
représente pour une part ’acheévement de cette tradition inau-
gurée par al-Khayyam et al-Tusl; et que, d’autre part cet ac-
complissement engage une autre tradition, qui certes trouve
sa source dans le livre de Descartes, mais dont la véritable fon-
dation sera I'ceuvre de ses successeurs. Que Descartes ait eu
la connaissance indirecte de cette tradition d’al-Khayyam, ce
n’est pas ce qui m’intéresse. Seuls les projets mathématiques,
et leur réalisation, seront analysés. On comprendra de plus
qu’il ne m’est pas possible de décrire toutes les facettes de
la Géométrie de Descartes, encore moins de sonder toutes les
stratifications qui s’y superposent. Je m’en tiendrai, rapi-
dement, & deux axes principaux, qui traversent cette ceuvre
magistrale et autour desquels elle s’organise. Le premier con-
siste & ramener un probléme géométrique posé a une équation
algébrique a une seule inconnue; le second ramene la résolution
de I’équation & sa construction par I'intersection de deux cour-
bes «géométriquesy, dont I'une sera un cercle, dans la mesure
du possible. C’est de ces deux démarches, quelque peu contra-
dictoires sans que pour autant on puisse les séparer, que nait la
difficulté de saisir le sens de la Géométrie de Descartes. C’est
14 que réside la source du conflit d’interprétation qui I’entoure.
Ce sont donc ces deux axes que nous allons reprendre.

Théorie géométrique des équations algébriques: I'a-
chévement du programme d’al-Khayyam

L’un des premiers actes mathématiques de Descartes porte
sur la théorie géométrique des équations algébriques, c’est-a-
dire sur la solution de quelques équations du troisieme degré
au moyen de la géométrie. En 1619, il donne une classi-
fication de ces équations, en résout quelques-unes grace a
(ses compasy, et étudie un probleme qui se rameéne a une
équation cubique. Par Beeckman, nous savons aussi qu'il
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s’occupe vers cette date de l'invention de «ses compasy, as-
semblage de tiges articulées qu’il destine précisément & la so-
lution des problemes solides. Les découvertes en ce domaine
qu’il fera durant les fameux six jours d’intense concentration
créatrice sont en effet quatre démonstrations, dont il se flatte
résolument —«remarquables et tout & fait nouvelles, et cela
grace & mes compasy.”’ La premiére démonstration porte sur
la multisection de 'angle en parties égales; les trois autres
sont les solutions de quatre équations cubiques, parmi les
treize équations obtenues en combinant nombre, racine, carré
et cube. Rien de bien nouveau en tout cela: méme le langage
est encore celui des cossistes allemands et celui de 1’ Algebre de
Clavius (1608). C’est d’ailleurs & ce dernier qu’il emprunte le
peu de symbolisme utilisé, a& une légere variante prés. En
bref, sa classification est celle d’al-Khayyam, ses résultats
n’atteignent pas encore la généralité qu'on trouve chez ce
dernier, et son langage est celui de ses maitres. La nouveauté
revendiquée est bien plutot de l'ordre de 'imaginaire, ou peut-
etre I'effet d’'une culture mathématique encore modeste. Mais
l'authentique nouveauté est ailleurs: elle tient & une idée
séminale qui inspire toute son entreprise; et toutes les explici-
tations et les formulations successives, jusqu’a sa Géométrie,
sont autant de repeéres de la genese et de 1'évolution de sa
géométrie algébrique. Or c’est précisément cette idée qui a
permis a Descartes, en partant d’une connaissance mathéma-
tique somme tout modeste, de viser haut et de voir loin, en
lui ouvrant le chemin a parcourir. Suivons ses pas.

En 1619 encore, Descartes écrit ces quelques fameuses
phrases, dont on ne saurait assez souligner 'importance:

(...) De méme, j’espére démontrer que, pour la quantité continue,
certains problemes peuvent étre résolus avec seulement des lignes
droites ou circulaires; d’autres ne peuvent ’étre qu’avec des lignes
courbes autres que des cercles, mais qui ont pour origine un seul
mouvement (et 'on peut les tracer a l'aide de nouveaux compas
que j’estime aussi juste et aussi géométriques que le compas or-

27. Lettre & Beeckman, 26 mars 1619, dans Descartes, Buvres
philosophiques (1618-1637), éd. F.Alquié, Paris, 1963, t. I, p. 36.
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dinaire avec lequel on trace les cercles); d’autres problemes enfin
ne peuvent étre résolus qu’au moyen de lignes courbes engendrées
par des mouvements différents les uns des autres et non subor-
donnés entre eux, et ce ne sont assurément que des lignes ima-
ginaires: telle est la ligne quadratrice, qui est assez connue. Et
j'estime qu’on ne saurait rien imaginer dont on ne puisse trou-
ver la solution a l’aide de pareilles lignes. Mais j'espere établir
par démonstration quelles questions peuvent se résoudre de telle
ou telle facon et non autrement, en sorte qu’il ne restera presque
plus rien & découvrir en géométrie.?8

C’est Descartes lui-méme qui commente ensuite: «L’ceuvre,
il est vrai, est infinie, et ne peut étre accomplie par un seul.
Projet incroyablement ambitieux!y On voit donc qu’en dépit
d’une connaissance mathématique plutot humble, Descartes
lance un programme, de son propre aveu ambitieuxy, dont
les idées centrales sont: une classification des problemes grace
aux courbes qui sont utilisées pour les résoudre; une classifica-
tion des courbes grace aux mouvements par lesquels elles ont
été tracées; et, enfin, une foi inébranlable, que pourtant rien
ne vient justifier, en la valeur heuristique de ces classifications
pour épuiser dans la démonstration toutes les questions de la
géométrie.

Sur ces classifications, qui ne seront baptisées que par la
suite (géométriquey et (mécaniquey, je reviendrai plus trad.
Je m’arréte pour l'instant a une comparaison entre ce pro-
gramme annoncé, et celui qui avait été réalisé par al-Khay-
yam. On conclura immeédiatement que le projet congu par
Descartes, tel qu’il le formule en 1619, est a la fois en deca et
au-dela de celui d’al-Khayyam.

Descartes, en effet, tout comme al-Khayyam, admet qu’'un
probleme plan se ramene, en derniere analyse, & une (ou a
plusieurs) équation du second degré, dont les racines sont
constructibles a ’aide des propriétés du cercle et de la droite.
Mais, alors qu’al-Khayyam distingue les problemes solides
et les problemes sursolides, et affirme que ce sont les pro-
priétés des coniques qui permettent de déterminer la racine

28. Lettre a Beeckman, 26 mars 1619, éd. Alquié, I, pp. 38-39.
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des équations cubiques correspondant aux premiers, et les
propriétés d’une courbe cubique et d’une conique, comme
I'avait établi Ibn al-Haytham au X° siecle, qui permettent
de résoudre une équation du cinquieme degré, Descartes ne
procede encore a aucune distinction, et évoque dans leur en-
semble ces courbes qui plus tard seront nommées (géométri-
quesy. En revanche, al-Khayyam n’évoque aucune courbe
autre que les coniques, et, implicitement, une cubique. Des-
cartes parle d'un ensemble de courbes, qui s’oppose a un autre,
différent selon le type de mouvement utilisé pour les tracer.
Al-Khayyam, lui, ne fait référence a aucune courbe «méca-
niquey; il avait, pour ainsi dire, ¢horreur du mouvement, en
géométrie. En un mot donc, en 1619, Descartes se trouve
sur le méme terrain qu’al-Khayyam, avec des résultats mathé-
matiques moins généraux, mais animé d’'un projet plus général
ou domine l'idée d’une classe de courbes qui englobe toutes
celles dont s’occupe la géométrie algébrique. Ces nouveaux
intérets, encore en germe dans ce projet, le conduiront a
privilégier de plus en plus la notion de courbe algébrique et son
étude. Mais avant d’atteindre cette étape, il fallait d’autres
acquis pour que cette idée séminale tint ses promesses et
devint une idée féconde. Pour I'heure, elle ne ’est pas encore.

Six ans plus tard, en 1625-1626, Descartes rédige une Alge-
bre, dont Beeckman eut communication en 1628, année ou il
fait part de sa construction de tous les problemes solides. Ces
renseignements, entre autres, nous apprennent que Descartes
est toujours engagé dans cette méme recherche déja accomplie
par al-Khayyam: ramener les problemes solides aux équations
algébriques du troisieme degré, que ’on résout par l'intersec-
tion de deux coniques. Cette tache meéle, a 1'évidence, les
intéréts algébriques aux intéréts géométriques, qui s’y trou-
vent a ce point enchevétrés qu’on chercherait en vain a les
démeler. Elle ne peut que rencontrer le probleme de 1’élabora-
tion d'un véritable (calcul géométriquey et de sa justification.
Sur ce point, nous ignorons quelle était exactement en 1628
I'idée de Descartes.. On constate pour le moins qu’il hésite
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encore.?’ Dans sa Géométrie, tout comme al-Khayyam dans
son Algebre, il procede par un calcul géométrique fondé sur le
choix d’une longueur-unité. Mais, alors que le mathématicien
du XI° siecle adapte 'unité a la dimension pour respecter
I’homogénéité —souci constant qui est encore celui de Viete
par exemple- Descartes n’utilise que les longueurs rectilignes.
Cette conception de I'unité que 'on retrouve au début de la
Géométrie fut en fait une acquisition ultérieure, postérieure a
1628, autant que le révelent les documents disponibles. Jus-
qu’en 1628, il méle les deux conceptions, celle d’al-Khayyam
et celle de sa Géométrie. Pour saisir la différence entre les
deux conceptions, notons que le calcul sur les segments de
droite, une unité étant choisie, est d’abord une recherche
destinée a connaitre les constructions géométriques a l'aide
desquelles on peut effectuer sur ces segments les mémes opéra-
tions que l'on fait sur les nombres en arithmétique (&, x /=,
" ). Cette idée, qu’al-Khayyam fut le premier a exprimer, se
retrouve chez al-Tisi, Bombelli, Viete, entre autres, ainsi que
chez Descartes. Mais, si tous changent d’unité en fonction de
la dimension, seul Descartes, dans sa Géométrie, ne recourt
qu’a des longueurs rectilignes, ou, comme il 1’écrit:

Il est & remarquer que, par a? ou b3 ou semblables, je ne congois
ordinairement que des lignes toutes simples, encore que, pour me
servir des noms usités en l’algebre, je les nomme des carrés, ou
des cubes, etc. 39

On observe de prime abord une rupture manifeste, dont
plusieurs historiens ont, semble-t-il, majoré I'importance. Et
de fait, a y regarder de plus pres, on constate que les prédéces-
seurs de Descartes n’ont pas toujours respecté 1’homogénéité,
et que lui-méme n’a jamais, méme dans la Géométrie, comple-
tement rompu avec elle. Certes, c’est par omission ou par
négligence que les premiers, comme al-Tist ou Bombelli, ont
parfois dérogé a ce principe. Mais un mathématicien de la
classe d’al-Tiusi ne néglige pas un principe s’il le juge impor-

29. G. Milhaud, Descartes savant, Paris, 1921, pp. 70 sqq.
30. La Géométrie, A.T. VI, p. 371.
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tant pour la démonstratoin. Quant a Descartes, aprés avoir
prononcé cette belle sentence, il ne tarde pas, a la méme page,
a faire la premiere concession a I’homogénéité, en se livrant du
reste & des remarques pertinentes sur le moyen de rendre ho-
mogene une formule qui ne ’était pas. Son écriture continue
alors & étre homogene —par exemple 23 = az? + b%z — ¢3; et
c’est sans doute ce désir d’homogénéité qui I'empéche d’égaler
un polynome a zéro (il fallait pour cela attendre le milieu
du second livre de la Géométrie), et d’oser représenter un
rapport par une seule lettre— or ce n’est pas Descartes qui
aurait concédé a la tradition un principe important pour la
démonstration. Trois ans plus tard, le mathématicien et ara-
bisant Golius, de retour du Proche-Orient avec une mois-
son de manuscrits mathématiques —dont d’ailleurs une copie
supplémentaire de 1’Algébre d’al-Khayyam- soumet a Des-
cartes un probleme dont la solution infléchira profondément sa
pensée mathématique: le probleme de Pappus. Ce probléme
se réécrit: Soit un groupe de 2n ou 2n — 1 segments de droites
de position connue et non toutes paralléles; partageons-les en
deux sous-groupes, dont chacun est de n droites si le nombre
est pair, ou de n et n — 1 si le nombre est impair. Cherchons
le lieu des points tels que le produit des distances aux seg-
ments du premier sous-groupe soit dans un rapport donné au
produit des distances a ceux du second, produit complété si
besoin est par un facteur constant donné. Ce lieu des points
est une ligne de position donnée. En janvier 1632, Descartes
expédie & Golius I’ébauche de la solution qu’il propose de ce
probleme, laquelle constitue, dans ses grandes lignes, celle que
I’on retrouvera cinq ans plus tard dans la Géométrie.

Il n’est guere possible®" on le comprendra aisément, de
reprendre ici la solution de Descartes & ce probleme de Pap-
pus. Je souligne seulement, et brievement, deux impacts
qu’eut cette solution sur son propre programme. Il s’agit

31. Cf.J. Vuillemin, Mathématiques et métaphysique chez Descartes,
pp. 99-112; ainsi que H.J.M. Bos, «On the Representation of Curves
in Descartes’ Géométriey, Archive for History of Ezact Sciences, 24, 4
(1981), pp. 295-338, notamment pp. 298-302 et 332-338.
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d’abord de I'obligation de rechercher les équations des courbes
qui doivent répondre a la question de Pappus. Cette recherche
a eu pour effet d’étendre bien plus loin qu’auparavant la théo-
rie des équations algébriques, et d’autre part d’élargir le do-
maine des courbes algébriques. Cette méme recherche, & par-
tir précisément des segments de droite, a enfin mené Descartes
a montrer que ces courbes (géométriquesy sont les lieux des
points des droites et d’autres courbes. Pour étre clair, con-
sidérons la question de Pappus dans le cas le plus simple, celui
de 3, 4 ou 5 droites. «On peut, écrit Descartes, toujours trou-
ver les points cherchés par la géométrie simple, c’est-a-dire en
ne se servant que de la régle et du compasy.?? Autrement dit,
pour cinq droites, on a une équation en zy telle que:

f(z,y) = zy(zr —ay —b) —ka(z —cy —d)(z —ey — f) = O;
si x (resp. y) est donné, alors y (resp. ) se trouve par une

équation du second degré. Maintenant, si les cing droites,
sont toutes paralleles:

f(z) =az(z —a) — (z — b)(z — ¢)(z — d) = O,
I’équation est du troisieme degré et ne s’abaisse généralement
pas.

Si la question de Pappus porte sur 6, 7, 8 ou 9 droites, on
a d’une maniére analogue une équation du quatrieme degré,
excepté si les 9 droites sont toutes paralleles —-dans ce cas
I’équation est du cinquieme degré. Descartes donne ensuite
deux autres groupes de droites; il écrit «l y faudra employer
une ligne courbe encore d’un degré plus composée que la
précédente: et ainsi & 'infiniy.3® Dans le second livre de la
Géomeétrie, Descartes reprend le probleme de Pappus afin de
déterminer la courbe cherchée dans chaque cas. Dans le pre-
mier cas (de 3 ou 4 droites) cette courbe sera le lieu des points
de 'une des trois coniques, d’une circonférence de cercle, ou
d’une droite;3* le lieu sera une cubique ou une quartique dans

32. La Géométrie, A.T. VI, p. 380.

33. Ibid., p. 381.

34. Cf. The Mathematical Papers of Isaac Newton, vol IV: 1674-1684,
éd. D.T. Whiteside, Cambrige, Cambridge University Press, 1971, p.



‘UMAR KHAYYAM, 39

le cas de 5, 6 ou 7 droites; ce sera une courbe du cinquiéme ou
du sixieme degré dans le cas de 9, 10 ou 11 droites. Descartes
va plus loin; il a méme cru que ce probleme de Pappus lui
donnerait ainsi toutes les courbes géométriques, erreur que
Newton dénoncera plus tard.?® Mais cette erreur ne doit pas
occulter l'essentiel: Descartes, pour résoudre ce probleme,
procede a l'aide de méthodes algébriques, en faisant appel
a la meilleure notation de son temps, et sans faire intervenir
les méthodes de la géométrie traditionnelle. Mieux encore,
ce probleme est ’occasion pour lui de généraliser sa méthode
algébrique. Jusqu'en 1631, en effet, il savait résoudre des
questions particulieres, mais il ne concevait sans doute pas
encore un procédé général, toujours valable. Maintenant, il
pressent que l'essentiel est d’obtenir ’équation d’une courbe
«géométriquey, et la courbe elle-méme comme lieu de points.
Résoudre le probleme de Pappus 'a ainsi amené a tenter
d’isoler les courbes «géométriquesy et a les exprimer comme
lieu des points cherchés par les relations algébriques entre les
coordonnées de chacun de ces points, P(z,y)=0, ou P est un
polynome. C’est donc grace a la solution de ce probleme que
Descartes a pu retrouver, mais a4 un tout autre niveau et avec
une tout autre précision, les questions relatives a la classifi-
cation des problemes et des courbes qu’il avait soulevées en
1619, au début de sa carriere mathématique. Il assimile main-
tenant sans ambiguité les courbes «géométriquesy aux courbes
«organiquesy, c¢’'est-a-dire celles que ’on peut tracer a I'aide de
ses compas. Mais de cela, Descartes ne donne pas la moindre
preuve. Il faudra attendre pour cela qu’Alfred Bray Kempe
(1849-1922) la fournisse, en 1876.

Nous pouvons a présent comparer plus rigoureusement les

340, ou Newton écrit: «Erravit praeterea Cartesius in eio quod as-
seruit omnes curvas quas Giometricas vocat utiles esse in Problemate
Pappiy. L’objection de Newton a laissé «a long gap at this point in his
manuscript, evidently intending to develop the criticism furthery (Ibid.,
p. 340 n. 22).

35. Descartes montre en fait, sans pourtant trop le dire, qu'il sait tres
bien qu’il ne saurait s’agir d’une seule courbe, mais de deux.
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acquis de Descartes a ceux du mathématicien du XI® siecle,
dans cette perspective que nous avons nommée le premier
axe: ramener un problme géométrique posé a une équation
algébrique a une seule inconnue. On note d’abord que Des-
cartes, avant d’affronter le probleme de Pappus, avait résolu,
tout comme al-Khayyam, toutes les équations du troisieme
degré par l'intersection de coniques. Dans sa Géométrie, il
procede, toujours comme al-Khayyam, & la solution de toutes
les équations du troisieme et du quatrieme degrés par l'inter-
section de deux conqiues, mais, lui, s’astreint a une parabole
donnée et a un cercle variable selon le type d’équation. Mais
pas davantage qu’al-Khayyam il ne s’occupe pour I'heure de
I'existence des racines. Pour les équations du cinquiéme et du
sixieme degrés auxquelles al-Khayyam ne s’intéresse délibéré-
ment pas (il a en effet rencontré le premier cas et il connais-
sait sa solution, z° = k), Descartes a con¢u une parabole cu-
bique, ou une conchoide parabolique, une courbe d’équation
y3 — 2ay® — a’y + 2a® = zy.

Mais en présence d'une équation cubique, par exemple,
Descartes, tout comme al-Khayyam, était réduit a affirmer
qu’elle est, au plus, solide; il ne pouvait donc, non plus que lui,
préciser la nature des irrationnels qui interviennent dans la so-
lution. Ni I'un ni I'autre ne pouvait, évidemment, soupgonner
que ce probleme exige que soit connue la décomposition du
polynome associé en ses facteurs premiers sur le corps de
ses coeffficients. On constate donc que, jusqu’ici, Descartes
réitere la démarche d’al-Khayyam; certes il I’affine, la généra-
lise, la mene jusqu’aux limites logiques possibles, bref, I’ache-
ve, mails sans vraiment en atteindre la substance ni en re-
fondre le sens. Est-ce également le cas lorsqu’il s’agit de ce
second axe de recherche qui traverse la Géométrie? Cest a
cette question que nous tachons de répondre & présent.

De la géométrie a ’algebre: les courbes et les équations

Le principal instrument théorique du nouveau programme
est sans le moindre doute la classification des courbes en
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«géométriquesy et «mécaniquesy. Celui qui s’intéresse a la
Géométrie de Descartes doit commencer par connaitre I'origi-
ne de cette classification, et se demander ce qu’elle recouvre.
L’hypothese la plus couramment avancée pour expliquer cette
classification renvoie & I’accroissement sans précédent du nom-
bre des nouvelles courbes an XVII® siecle.?® Ce serait donc
un nouveau besoin, la nécessité de rendre compte de ces nou-
veaux objets, qui aurait incité Descartes a forger sa célebre
distinction. Et de fait I'un des points les plus marquants de
la recherche mathématique dés la premiere moitié du XVII®
siecle fut cette invention de nouvelles courbes. Que 'on songe
par exemple a tous les efforts, et a tous les débats, qui ont
entouré la cycloide. L’hypothese serait donc séduisante, voire
naturelle, si elle pouvait résister aux dates, a I'examen de la
connaissance mathématique qui était celle de Descartes lors
de sa conception de la classification, et a l'accueil que lui
réserverent les contemporains. Or tel n’est vraiment pas le
cas.

Nous venons de voir que les premiers indices de cette clas-
sification, méme si les termes sont encore absents, sont rela-
tivement anciens, puisqu'ils remontent aux années 1619-1621.
Citons par exemple ce que Descartes écrivait a 'époque des
Cogitationes Privatae: (La ligne des proportions doit étre con-
juguée avec la quadratrice; [la quadratrice] nait en effet de
deux mouvements non subordonnés, le circularie et le droity.”
Dix ans plus tard, en 1629, Descartes affirme a propos de
la quadratrice et de I'hélice cylindrique que toutes les deux
ne sont pas «recues en géométriey, «Car [...] on ne les peut
tracer toutes entieres que par la rencontre de deux mouve-
ments qui ne dépendent point I'un de 'autrey.?® Ces quelques

36. Voir par exemple H.J.M. Bos, op. cit., pp. 295-297.

37. A T.X, pp. 222-223: (Linea proportionum cum quadratice conjun-
genda: oritur enim [quadratrix] ex duobus motibus sibi non subordinatis,
circulari & rectoy.

38. Lettre a Mersenne, 13 novembre 1629, A.T.I, p. 71. Notons en effet
que la quadratrice est le lieu des points M, intersection d'une droite AM
parallele & Oz se déplagant d’un mouvement de translation uniforme, et
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citations viennent confirmer ce que nous savions déja: la clas-
sification est bien ancienne, méme si plus tard elle gagnera
en élaboration et en netteté. Mais quelles nouvelles courbes
Descartes connaissait-il & cette époque? Une seule, et en-
core de maniere peu précise: la linea proportionum; toutes les
autres courbes venaient des Anciens. De cette ligne des pro-
portions, il savait seulement a 1'’époque qu’elle est engendrée,
comme la quadratrice, par deux mouvements séparés, et donc
que c’est une courbe anécaniquey. La seconde courbe (méca-
niquey nouvelle, la roulette ou cycloide, ne sera connue de
lui que bien plus tard: il n’en parle qu'un an aprés la paru-
tion de sa Géométrie.® Et méme si 'on veut supposer qu'il
en avait eu quelque écho en 1635, la connaissance qu’il en
aurait eue alors ne pouvait étre que celle d’'une courbe en-
core mal étudiée, comme ’atteste Roberval en personne.*
L’intérét porté par Descartes aux courbes et a leur classi-
fication ne peut donc étre l'effet de cette augmentation du
nombre des courbes nouvelles. Plus surprenant encore: cet
intérét s’affirme sur l'arriere-fond d’une connaissance tradi-
tionnelle des courbes, tout au moins jusqu’a la rédaction de la
Géométrie. D’autre part, cette classification revient & Descar-

d’une droite OM, tournant autour de O d’un mouvement de rotation
uniforme.

Y
P
A M
N
0 “x

39. Lettre a Mersenne, 23 aotit 1638, A.T.II, p. 313: (Il faut aussi
remarquer que les courbes décrites par des roulettes sont des lignes
entierement mécaniques, et du nombre de celles que j’ai rejetées de ma
Géométriey.

40. Lettre de Roberval & Torricelli, 1647, d’ou il ressort que celui-1a ne
s’est pas occupé de cette courbe avant 1634. Cf. Opere di E. Torricelli,
éd. G. Loria -G. Sassura, Faenza, 1919.
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tes seul. Sous ce rapport, il n’est en effet nullement redevable
a ses prédécesseurs, qu'’ils soient proches ou lointains. Cla-
vius, par exemple, était loin de rejeter la quadratrice hors de
la Géométrie,*! et Viete refuse de considérer comme recues en
géométrie toutes les courbes, y compris les coniques.*? Quant
aux contemporains de Descartes eux-mémes, ils n’ont guere
accordé d’'importance a cette classification. Roberval, par
exemple, aprés avoir défini différemment les courbes mécani-
ques, c’est-a-dire comme (les lignes courbes qui n’ont rap-
port qu'a d’autres courbes ou partie a des droites, partie
a des courbesy, considere que Descartes les rejette sans rai-
son de la géométrie.”* Meéme lorsqu’il adopte les concep-
tions cartésiennes Roberval persiste a nier la classification de
Descartes.** De méme pour Mersenne, qui, lui, est au courant
de la classification depuis 1629: il ne prend méme pas la peine
de I’évoquer en 1637, la ou pourtant elle semblait s’imposer,
dans son Harmonie Universelle.*> Fermat, enfin, ne fait dans
sa correspondance aucune allusion, sauf erreur de ma part,
aux courbes (mécaniquesy; elles ne sont évoquées que dans son
De linearum curvarum de 1660, ou il semble admettre, mais
seulement tacitement, la distinction, lorsqu’il écrit: (Jamais
encore, que je sache, une ligne courbe purement géométrique
n'a été égalée par les géometres & une droite donnéey.*®
C’est donc en somme une surprenante invention que cette

41. Clavius, Géometria practica, Roma, 1604, livre 7, pp. 359-360 et
362. Voir aussi 'édition des Eléments d’Euclide de 1589, livre 6, p. 894.

42. (Apollonius Gallusy, dans Opera mathematica, recognita Francisci
A Schooten. Vorwort und Register von Joseph E. Hofmann, Leiden 1646;
reprod. G. Olms, Hildesheim, New York, 1970, p. 325.

43. Lettre & Fermat, 4 aoit 1640, dans (Buvres de Fermat, publiées par
les soins de MM. Paul Tannery et Charles Henry (Paris, 1891) t. II, p.
200.

44. Divers ouvrages de mathématique et de physique par Messieurs de
I’Académie Royale des Sciences, Paris, 1693, p. 209.

45. T. 11, livre VI, prop. 45, pp. 408-409; Correspondance du P. Marin
Mersenne, t. 111, pp. 258-259.

46. (Buvres de Fermat, t. I, p. 211: (Nondum, quod sciam, lineam
curvam pure geometricam rectae datae geometrae adaequarunty.
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classification des courbes: les prédécesseurs, proches ou loin-
tains, avec qui Descartes n’avait jamais rompu, n’en ressen-
taient guere la nécessité, non plus que ses contemporains;
et lui-méme l'avait proposée sans étre sollicité par une quel-
conque nécessité, comme l'explication de nouveaux objets, de
nouvelles courbes. Classification arbitraire? nullement. 11
la place lui-méme au centre de son programme, et ses suc-
cesseurs, cette fois sous la pression du nombre croissant des
nouvelles courbes, 'adoptent et l'affinent —je pense a New-
ton et & Leibniz. A quel motif obéit le jeune mathématicien
de génie, sans grande culture mathématique encore, lorsqu’il
propose une telle classification? Et quel contenu percoit-il de
cette classification qu’il vient de forger?

Sur son motif, Descartes lui-méme semble quelque peu
lever le voile, en recourant & une histoire spéculative et en
nous proposant une sorte de conte historique. Il commence
par reprocher aux Anciens de n’avoir point «distingué divers
degrés entre les lignes composéesy au-dela des coniques. Puis
il s’é¢tonne d'une confusion qu’ils auraient entretenue entre
«géométriquey et (mécaniquey. Cette carence et cette confu-
sion, Descartes les interprete et formule une conjecture sur
leur origine:

[Les premiéres courbes| qu’ils ont considérées, ayant par hasard
été la spirale, la quadratrice, et semblables, qui n’appartiennent
véritablement qu’aux mécaniques et ne sont point du nombre de
celles que je pense devoir ici étre regues, a cause qu’on les ima-
gine décrites par deux mouvements séparés et qui n’ont entre eux
aucun rapport qu’on puisse mesurer exactement; bien qu'’ils [les
Anciens] aient aprés examiné la conchoide, la cissoide, et quelque
peu d’autres qui en sont, toutefois, & cause qu’ils n’ont peut-étre
pas assez remarqué leurs propriétés, ils n’en ont pas fait plus d’état
que des premieres. Ou bien, c'est que, voyant qu’ils ne connais-
saient encore que peu de choses touchant les sections coniques, et
qu’il leur en restait méme beaucoup, touchant ce qui se peut faire
avec la régle et le compas, qu’ils ignoraient, ils ont cru ne devoir
pas entamer de matiére plus difficile.*”

47. La Géométrie, A.T. VI, p. 390.
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Ici Descartes, comme le veut 'usage dans un conte his-
torique, ne veut pas faire ceuvre d’historien, mais il tente
d’exposer a ses lecteurs quelques traits exemplaires de la mar-
che de l'esprit. Peu importe donc que les événements évoqués
soient douteux, ou méme faux.*® En revanche, dans le fili-
grane de son conte il dévoile ses propres intentions: aller au-
dela des coniques et séparer nettement entre cette classe de
courbes traitées et privilégiées par les algébristes, et toutes
les autres courbes, sous la stricte condition de ne recourir a
aucun autre concept inconnu des Anciens. Il faudra donc rec-
tifier la classification des Anciens, qui, eux, privés de I’algebre,
ne pouvaient repérer ce clivage entre les classes des courbes.
Le concept dont dispose Descartes, ou du moins celui qui
s'est d’abord présenté a lui, n’est autre que ’ancien concept
de mouvement tel que nous le rencontrons dans la tradition
aristotélicienne. Dans la Géométrie, cette notion de mouve-
ment continu est maniée, il est vrai, sans aucune considération
cinématique apparente, mais sans étre non plus revétue de
la moindre dimension algébrique. On observera en revanche
que, jusqu’ici, la notion d’équation d’une courbe n’intervient
pas pour établir la classification; c’est seulement plus tard
qu’elle sera appelée pour décrire les éléments de cette classe de
courbes privilégiées par les algébristes. Pour I'heure, qu’on me
permette d’insister encore, une courbe comme la quadratrice
ou la spirale est (nécaniquey parce qu’elle est engendrée par
deux mouvements continus séparés, «qui n’ont aucune rela-
tion mesurable exactementy, et par conséquent ne peuvent pas
etre étudiés dans les termes de la théorie des proportions. Les
deux mouvements sont une rotation et une translation. Une
fois établie la distinction entre «géométriquey et (mécaniquey,
Descartes peut se consacrer dans sa Géométrie aux problémes
et aux courbes géométriques. Le second livre a précisément
pour but I'étude de telles courbes, et Descartes y indique,

48. Un commentaire différent de ce texte (historiquey est donné par
A.G. Molland dans son article (Shifting the Foundations: Descarte’s
Transformation of Ancient Geometryy, Historia Mathematica 3 (1976),
pp. 21-49, notamment pp. 34-36.
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dans un texte célebre des premieres pages, que, pour tracer et
concevoir ces courbes, lui-méme

ne sache rien de meilleur que de dire que tous les points de celles
qu’on peut nommer [courbes] Géométriques, c’est-a-dire qui tom-
bent sous quelque mesure précise et exacte, ont nécessairement
quelque rapport a tous les points d’une ligne droite, qui peut étre
exprimée par quelque équation, en tous par une méme. Et que,
lorsque cette équation ne monte que jusque au rectangle de deux
quantités indéterminées, ou bien au carré d’'une méme, la ligne
courbe est du premier et plus simple genre, dans lequel il n’y a que
le cercle, la parabole, I'hyperbole et I'ellipse qui soient comprises.
Mais que, lorsque ’équation monte jusqu’a la trois ou quatriéme
dimension des deux ou de I'une des deux quantités indéterminées:
car il en faut deux pour expliquer ici le rapport d’un point & un
autre; elle est du second. Et que, lorsque I’équation monte jusqu’a
la cinq ou sixieme dimension, elle est du troisiéme: et ainsi des
autres a l'infini.*°

Ce texte présente la formule la plus précise, a ma connais-
sance, jamais donnée par Descartes de la notion de courbe,
et de ses rapports avec ’équation associée. Il vaut aussi par
ses sous-entendus et par ses ambiguités, et son élucidation
nous permettra de mieux saisir la pensée de 'auteur. Re-
marquons sans plus attendre que la formulation donnée ne
porte assurément que sur les courbes «géométriquesy, alors
que l'intention déclarée de Descartes était sans conteste de
parler de toutes les courbes, ou, dans ses propres mots, de
«toutes celles qui sont dans la naturey. Tout se passe donc
comme si Descartes excluait ipso facto les courbes mécaniques
lorsqu’il tente de définir un peu plus précisément la notion de
courbe —comme si pour lui les courbes (mécaniquesy n’étaient
pas de vraies courbes. Dans ce cas, seules méritent véritable-
ment le titre de courbes celle que l'on pourrait concevoir
comme un lieu de points, ou celle que ’on saura tracer a 1’aide
de son «point le plus généraly. Descartes semble donc sous-
entendre dans ce texte une différence essentielle entre les deux
genres de courbes, que la notion de mouvement seule ne suffit
pas a clairement manifester. Quelle est donc cette différence

49. La Géométrie, A.T. VI, p. 392.
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qui distingue les deux classes de courbes? Cette différence
semble renvoyer a deux probléms ici mélés: celui de la cons-
tructibilité des points de la courbe; et celui de I'existence des
points d’intersection lorsque les courbes se coupent.

Descartes sait en effet que si tous les points d’une courbe
«géométriquey sont constructibles, il n’en est pas de méme
pour une courbe «mécaniquey. Mieux encore, il sait que,
si la courbe (géométriquey est une conique, tous ses points
sont constructibles a la regle et au compas; si elle est cu-
bique ou quartique, ses points sont tous constructibles par
I'intersection de deux coniques; si elle est du cinquieme ou
du sixieme degré, ses points sont tous constructibles par la
fameuse (parabole du second degréy concue par lui, et un cer-
cle; et ainsi de suite. Plus généralement, il sait que pour
une courbe (géométriquey d’ordre n, on peut construire tous
ses points si on sait constiuire tous les points des courbes
«géométriquesy d’ordre inférieur. Ce procédé en cascade per-
met ainsi de construire tous les points de la courbe «géométri-
quey. Descartes sait également, mais sans en donner aucune
preuve, qu’il ne peut pas appliquer ce procédé en cascade dans
le cas des courbes «mécaniquesy: il sait qu’il ne peut construi-
re tous les points, loin s’en faut, d'une courbe (mécaniquey.
La raison en est, on le démontrera plus tard, que les points
constructibles d'un petit arc de cette courbe, soit un arc de
quadratrice par exemple, (forment un ensemble partout dense,
mais non fermé, quelque petit que soit I’arc considéréy.”® Seuls
les points d’ordonnée m /2", m, n entiers, sont atteints par une
construction a la regle et au compas. C’est tout cela que
Descartes avait vu a sa maniere, et, évidemment sans notions
topologiques, lorsqu’il écrit:

Il y a grande différence, entre cette fagon de trouver plusieurs
points pour tracer une ligne courbe, et celle dont on se sert pour
la spirale et ses semblables: car, par cette derniére, on ne trouve
pas indifféremment tous les points de la ligne qu’on cherche, mais
seulement ceux qui peuvent étre déterminés par quelque mesure

50. Henri Lebesgue, Lecons sur les constructions géométriques, préface
de M. Paul Montel, Paris, Gauthier-Villars, 1950, p. 15.
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plus simple que celle qui est requise pour la composer; et ainsi, a
proprement parler, on ne trouve pas un de ses points, c’est-a-dire
pas un de ceux qui lui sont tellement propres qu’ils ne puissent étre
trouvés que par elle. Au lieu qu’il n’y a aucun point, dans les lignes
qui servent & la question proposée, qui ne se puisse rencontrer
entre ceux qui se déterminent par la fagon tantot expliquée. Et
parce que cette fagon de trouver une ligne courbe, en trouvant
indifféremment plusieurs de ses points, ne s’étend qu’a celles qui
peuvent aussi étre décrites par un mouvement régulier et continu,
on ne la doit pas entiérement rejeter de la Géométrie.”!

Il est clair que Descartes voit plus qu’il ne les démontre les
raisons d’exclure les courbes «mécaniquesy. Cette forte intui-
tion s’appuie, tout au moins au début, sur deux idées qui sont
au centre de la géométrie algébrique depuis son commence-
ment avec al-Khayyam. La premiere est en quelque sorte
un isomorphisme supposé entre le calcul sur les segments,
lesquels représentent les nombres réels, et les constructions a
la régle et au compas de la géométrie euclidienne. Descartes
est sans ambiguité sur ce point des le début de la Géométrie:
1a, il voit parfaitement, méme si c’est sans le prouver, que
tout probléme (plany se rameéne en derniere analyse a la so-
lution d’une équation du second degré. Seconde idée: les
«solidesy peuvent étre ramenés, en derniére analyse, a une
équation polynomiale du troisieme degré. Dans un cas comme
dans I'autre, tous les points sont constructibles. Implicite-
ment donc, on ne retiendrait que les équations polynomiales,
celles qui peuvent étre obtenues a 'aide de I'intersection des
courbes d’ordre inférieur, mais dont tous les points sont cons-
tructibles. Mais cette fois, c’est la question d’existence qui ne
tarde pas a se poser. Or cette question, importante, certes,
pour elle-méme, I'est aussi pour les rapports étroits qu’elle
engage avec la définition des étres sur lesquelles elle porte.

Cette question a été tres tot soulevée dans I'histoire de la
géométrie algébrique: comme on construisait les solutions des
équations algébriques a l'aide de l'intersection des courbes,
il fallait s’assurer que les points d’intersection existent bien.

51. La Géométrie, A.T. VI, pp. 411-412.
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Il fallait donc une preuve d’existence du point d’intersection
pour déduire ’existence de la racine correspondante de 1’équa-
tion. A peine effleurée pour une seule équation par al-Khay-
yvam, cette question d’existence tient le premier role dans le
traité d’al-Ttst sur Les E’quations. Bien plus: posée comme
une véritable exigence par ce dernier, la démonstration d’exis-
tence le conduit a doubler ’analyse globale d’al-Khayyam de
I'étude du comportement des courbes localement, c’est-a-dire
au voisinage du point d’intersection. C’est une tentative sem-
blable a celle d’al-T1s1, mais ceuvrant & un niveau supérieur,
que l'on retrouve chez Fermat. Ce qui nous importe ici, c’est
que, dans toutes ces contributions, 'argument principal pour
affirmer l'existence du point d’intersection de deux courbes
est le suivant: en derniere analyse, I'une des deux courbes a
des points de part et d’autre de 'autre courbe, toutes deux
supposées continues -c’est-a-dire tracées par un mouvement
continu. Quand ces courbes sont des coniques, ’appartenance
du point d’intersection a chacune d’elles est déduite du symp-
toma.

Descartes, lui, rencontre cette question, et, si j'ose dire,
dans un contexte plus dramatique; non pas en dépit du progres
accompli, mais précisément a cause de celui-ci. Deux raisons
a cela; tout comme ses prédécesseurs, il privilégie le tracé par
mouvement continu de ces mémes courbes. C’est ce mou-
vement continu, on le comprend, qui seul, dans ce contexte,
assure la continuité des courbes. Mais, autrement que ses
prédécesseurs, il reconnait le role de I’équation pour représen-
ter la courbe. Or, ’équation ne lui permet le plus souvent que
la construction par points; et cette construction par points,
nous l’avons noté, n’est suffisante que pour les courbes «géo-
métriquesy. Situation éminemment paradoxale, de deux points
de vue, d’'importance inégale certes. Premier paradoxe, de
loin le plus profond: Descartes n’avait simplement pas les
moyens de résoudre cette apparente contradiction, puisqu’il
fallait pour cela disposer de la démonstration de Bolzano, dans
son mémoire de 1817, du théoréeme des valeurs intermédiaires.
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D’autre part, Descartes rencontre une grande difficulté lors-
qu’il s’agit des courbes (mécaniquesy dans la mesure ou ’on
ne peut meme pas construire tous les points de la courbe.
Plus encore, si Descartes sait résoudre les problémes «géo-
métriquesy par l'intersection des courbes géométriquesy, il
n’est pas en mesure de procéder de maniere analogue pour les
problemes «mécaniquesy. Leur solution exige en effet I'inter-
section des courbes elles-mémes «mécaniquesy. Or ces der-
nieres courbes n’'ont pas d’équation algébrique; elles admet-
tent cependant une équation différentielle algébrique, reliant
entre elles non 1’abscisse et I’ordonnée, mais leurs différentiel-
les. Il a fallu cette fois attendre Leibniz, et surtout ses suc-
cesseurs —comme Jacques Bernoulli- avant d’assister a 1’élabo-
ration de ces notions et au transfert de ce probleme sur un
nouveau terrain, celui de ’analyse. En attendant, il n’y a au-
cune notion d’équation qui puisse représenter une courbe «mé-
caniquey. La situation est alors franchement dissymétrique:
alors que pour la classe des courbes «géométriquesy on peut
parler la langue des équations, c’est impossible pour les cour-
bes anécaniquesy. A propos des premieres, Descartes écrit:
«Que pour trouver toutes les propriétés des lignes courbes,
il suffit de savoir le rapportqu’ont tous leurs points a ceux
des lignes droites et la facon de tirer d’autres lignes qui les
coupent en tous points & angles droitsy.”> Aucun doute ne
semble permis: Descartes savait que toutes les propriétés des
courbes (géométriquesy doivent étre tirées de leur équation.
Programme auquel, nous le savons, il ne s’est jamais ap-
pliqué -il fallut attendre le jeune Newton. Ainsi, entre ce
que vient de dire Descartes, et la définition de la courbe
par son équation, sa caractérisation par elle, il n’y a qu'un
pas. Descartes ne ’a pas franchi, sans doute empéché par
la dissymétrie déja signalée avec les courbes (mécaniquesy.
Exclues de la géomeétrie, certes, elles ne peuvent pas, pour
Descartes étre représentées par des équations, ce qui rend im-
possible la tache d’unification. Impuissant donc a unifier la

52. Ibid., pp. 412-413 en marge.
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caractérisation de toutes les courbes, ’avocat de la clarté s’est
vu acculé a demeurer dans un clair-obscur. C’est 13 un trait
de sa Géométrie, et une raison profonde du conflit de ses in-
terprétations.

Nous voyons donc que ce qui sépare les deux classes de
problemes et de courbes ne tient pas a la seule notion de mou-
vement, mais aussi aux questions soulevées par la construction
et par l'existence- de leurs points, ainsi qu’au pouvoir qu’a
'équation de les définir. Cette classification des problemes
et des courbes, méme si elle n’a pas été completement ex-
plicitée par Descartes, s’est cependant construite au cours des
années, comme instrument destiné & explorer I’étude de cer-
taines courbes a 'aide de leurs équations. Et c’est du reste
en ce sens que la Géométrie de Descartes mérite vraiment
son nom. Ne peut-on pas, cette fois, retrouver a partir de
I'équation les propriétés de la courbe, ses tangentes et ses
normales notamment? C’est en tout cas ainsi que les suc-
cesseurs de Descartes ont lu sa Géométrie, comme par exem-
ple Cramer. Pour ne citer que lui, voici ce qu’il écrit dans
son Introduction a l'analyse des lignes courbes algébriques de
1750:

C’est surtout dans la théorie des courbes qu’on éprouve bien sen-
siblement I'utilité d’une méthode aussi générale que 'est celle de
I’Algebre. Descartes, dont I'esprit inventeur ne brille pas moins
dans la Géométrie que dans la Philosophie, n’eut pas plutét intro-
duit la maniére d’exprimer la nature des courbes par des équations
algébriques, que cette théorie changea de face.53

C’est la, bien sir, une lecture régressive de la Géométrie
par le mathématicien Cramer; il n’en reste pas moins vrai
qu’il y a bien la au moins une potentialité de ce second axe
de recherche de Descartes. Et de fait, si 'on trouve bien
dans le sillage d’al-Khayyam, c’est-a-dire chez al-Tist, lors
de ses recherches sur les mazima,® ou plus généralement ses

53. Gabriel Cramer, Introduction a lUanalyse des lignes courbes al-
gébriques, Geneve, 1750, pp. VII-VIIL
54. Op. cit, vol. I, pp. XVIII-XXXI.
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recherches sur l'existence des points d’intersection, l’étude
de certaines courbes a l'aide de leurs équations, al-Tusi ne
distingue pas nettement entre 1’équation polynomiale et la
courbe, en dehors des coniques. La notion d’équation d’une
courbe restait donc alors limitée, et n’était guere transpa-
rente pour constituer un programme de recherche. Or c’est
précisément cette fonction qu’elle trouve avec Descartes, grace
a 'extension de 1’étude des courbes au-dela des coniques,
et a sa distinction de cette classe de courbes qui peuvent
étre étudiées par le moyen de l'algebre. La restriction de
la Géométrie de Descartes aux courbes «géométriquesy n’est
pas la conséquence d’'une négation de l’existence des courbes
«anécaniquesy, mais de la généralisation de la notion de courbe
«géométriquey; I'exclusion des courbes (mécaniquesy est donc
un acte éminemment positif.

Instrument puissant destiné a marquer la frontiere de la
géométrie algébrique, la distinction entre les deux classes de
courbes fournit également les moyens d’établir une autre op-
position, importante pour la philosophie de Descartes. Cour-
bes géométriques et courbes mécaniques sont envisagées par
Descarte d’un double point de vue. Idées mathématiques, elles
sont justiciables & ce titre du critére de la vérité définie comme
représentation claire et distincte. La courbe mécanique, tout
comme la courbe géométrique, est un objet intellectuel présent
a la pensée dans la mesure ou il représente. L’une comme
l’autre ont donc une vérité indubitable, relevant de 1’évidence,
laquelle est définie comme clarté et distinction intellectuelles.
Mais, d’autre part, notre connaissance de chacune ne se con-
fond pas avec celle de I'autre: elle s’y opposerait méme. Cette
opposition est hiérarchisée: il y a dans notre connaissance
de la courbe géométrique davantage de perfection que dans
celle de la courbe mécanique, eu égard a la construction de
ses points, 3 la simplicité du mouvement qui ’engendre, a
la rigueur de I’équation qui la caractérise. A cela s'ajoute
le procédé en cascade, cet enchainement apodictique et réglé
par un ordre de raisons, qui permet de connaitre, en une fois
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et completement, la courbe géométrique, quel que soit son
degré. Autant de procédés qui définissent mathématiquement
la connaissance claire et distincte, opposée 4 celle des courbes
mécaniques, lesquelles, de ce second point de vue, sont ob-
Jet d’'une connaissance claire seulement. Or c’est ce clivage
entre (clair et distincty d’une part, et (clairy d’autre part,
qui a fini par séparer les deux classes de courbes, en con-
sacrant I'exclusion des courbes mécaniques de la géomeétrie.
Mieux encore, c’est cette opposition qui a isolé les courbes
géométriques.

Tels sont, brievement esquissés, ces deux mouvements qui
semblent régler I'évolution de la Géométrie de Descartes. Le
premier s’oriente vers l’accomplissement dun projet scien-
tifique congu six siecles auparavant sous d’autres climats; le
second recueille le début d’une étude des courbes, pour en
faire un nouveau programme dont la réalisation sera un gage
d’avenir, source de deux nouveaux courants: celui de la Géo-
métrie algébrique, avec Cramer et Bézout; et celui de la Géo-
métrie différentielle, avec les freres Bernoulli.

La Géométrie illustre la complexité des rapports entre tra-
dition et modernité au XVII® siecle, et témoigne de la diffi-
culté d’instaurer une dialectique entre ces notions. La moder-
nité que représente la Géométrie de Descartes se donne ainsi
comme la réalisation de quelques potentialités héritées de la
tradition, en méme temps qu'elle est génératrice de poten-
tialités neuves pour le futur. Mais pouvait-il en étre autre-
ment? On peut bien, sil’on ne pense que par des concepts tout
faits, dire que continuités et ruptures sont inscrits les unes
dans les autres. Tout discours sur la Géométrie de Descartes
sera donc nécessairement oblique, s’il ignore ou néglige les
liens intimes qui ’enracinent dans la tradition, aussi bien que
les nouveaux possibles qui I’habitent, et ne se réalisent effec-
tivement qu’une fois la modernité elle-méme devenue tradi-
ton.

Lire la Géométrie de Descartes, c'est aussi regarder en
amont vers al-Khayyam, al-Tiust; et, en aval, vers Newton,
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Leibniz, Cramer, Bézout et les fréeres Bernoulli. C’est alors
que la Géométrie retrouve la position qui n’a jamais cessé
d’étre la sienne: non plus que les autres ceuvres novatrices,
elle n’a rien d'un commencement radical; au meme titre que
les autres, elle est une maniére de reprendre, d’adapter, et
aussi de rectifier, les traditions dont elle est I'héritiere.
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